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Introduction



Un peu d'histoire

+ Rayon visuel depuis Pythagore (-580/-495) au moins:
théorie d’

- Démocrite (-460/-370): théorie de l'intramission; premier
modéle de l'ceil.

- Aristote (-384/-322): théorie intermédiaire

+ Optique géométrique au moins depuis Euclide (~ -300):

- Lumiére voyage en ligne - = “*J ‘
droite. ‘ '
) e

- Etablit la loi de la réflexion. b e

+ Toujours extramission.



Un peu d'histoire

- Ouvrages grecs perdus en Occident pendant des siecles
- Tradition reprise par monde islamique
- Kepler (1571-1630): Optique moderne:

| Sodirr L OANNLS :;u
opr Ticy

+ Nature de la lumiére

+ Lentilles; miroirs, ceil

« Réfraction (i = nr)

- Théorie de la lunette
- Descartes (1596-1650): Dioptrique
- Newton (1642-1727)




Un peu d'histoire

From R PASEACE FROMIENCIET
Sight to -




Révelations: la lumiére est une onde

) Young (1773-1829)




L'électromagnétisme

-« Maxwell (1831-1879) unifie électricité, magnétisme et
lumiere.

- Probléme: Que sont les rayons lumineux et qu’est-ce que
l'optique géomeétrique dans ce cadre?



Electromagnétisme et optique
geometrique



Equations de Maxwell dans un milieu

Milieu isotrope:
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H=

Transparent (pas de charge libre ni de courant):

. permittivité diélectrique

: permeéabilité magnétique
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Avec les contraintes:



Equations de propagation

Identités remarquables: En combinant les
équations de Maxwell:
ﬁ/\[*}: V AX+ VEAX - Séparation de E et
L ore 7 ara . H.
VA VAR =V VX - aX o
+ Equations
V- { j —fV-X+X-Vf hyperboliques
d'ordre 2.
AEHPE G S AE] ¥ [ine E] =0
~aga A [VAE|+ 9 [Tine E]
. 9?H 2 4] o= T
A ”G—Jrvmm[VAH}Jrv[vmu-H}:o

=) atZ



Equations de propagation

Pour un milieu homogeéne:

. 10k -
AE——Z-=0
V2 Ot2
L 10%H -
AH - == =

v2 Ot? 0

- indice de réfraction: | n = \/ue

+ Vitesse de la lumiére dans le milieu: | v= £

+ Solution onde plane:

{ E :ei[%n( ) —wt]

A =eilen(s7)—w1]

é

L




Approximation eikonale

- Milieu isotrope général: L distance typique de variation
de e et p.

- Approx. des hautes frequences: w > 1/L: Onde ~ plane
localement.



Approximation eikonale

Dans les équations de Maxwell:
VSAh+e6=—

65/\5—;#_1':—
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Approximation eikonale

Donc: . . = .
{VSAh+£:o = 8.VS=0
VSAE—puh=0 = h-VS =0

Systéme de 6 équations linéaires hom. a 6 inconnues:

= AX = 0 solution si

VSAh+e8=0
h—0 detA=0

VS A @ — ph
Soit:

Equation eikonale: Hﬁs”z = n?

2 2 2
& B+ (%) + (3 =iy

Surfaces S(x,y, z) = cste sont les



Caracterisation physique des fronts d’onde

- Energie moyenne sur T>> w™":
(w)

+ Conservation:

€

= = no= =
Eo - E ——Hop-H
161 0 o+ 0 0

167

- Vecteur de Poynting (direction du flot d’énergie):
- € /= =
(P) = g (EAH) =5 ()
=V (W)

- Energie moyenne se propage a la vitesse v le long des
courbes partout tangentes & 5 = VS/n



Rayons lumineux

: Courbe orientée (x(s), y(s),z(s)) de
vecteur tangent s [x(s), y(s), z(s)].
- Rayons partout | aux fronts d'onde



Rayons lumineux

+ Par construction:

- Equation des rayons:

aFi_ e
ngs =VS




Chemin optique

S=5r 48 —df . YS=p

« Chemin optique:

[P/PF] = / nds = SF = Sl
C

ds
c/c car v=c/n 5
* Jo dt: temps mis par la lumiére pour aller de P1a P, le
long de C.



Principe de Fermat

Localement, le chemin optique d’un rayon lumineux joignant
deux point P et P, est minimal parmi ceux de toute courbe
joignant ces mémes points.




Principe de Fermat

« Localement crucial pour minimum:

- Cas général: courbe stationnaire (formalisme
hamiltonien).



Principe de Fermat: une preuve

- Etape 1: Lemme (Invariant intégral de Lagrange)

Yy, 567n§-dF:0

Corollaire:
Lintégrale de ns
entre deux points
ne dépend pas du

chemin suivi. Or (Théoréme de Stokes)

#Z (¥ A (n9)] .df:ygng.df




Principe de Fermat: une preuve

S(x,y,2) =8>

S(z,y,2) =8

Dans triangle Q:Q,Q, (Lemme):

Q, Q . Q
/ ns-dr+ / ns-dr —/ ns-dr=20
Q Q Q1

;,._/
—o ( méme front)



Principe de Fermat: une preuve

S@,y,2)=8»

S(z,y,2) =8

De plus:

Q; QZ N (_22
/ ns-dr = VS-dr:82—81:/_ ns-dr
Q Q Q

Q, Q
/_ ns-dr = / ns-dr
Q Q4

Donc:



Principe de Fermat: une preuve

S(x,y,2) =8>

S(z,y,2) =8

Or (prop. du produit scalaire):

Oz Qz QZ
ﬁ ns-dr:/ ns-drg/ ndl
Q Q Qq

Donc, en sommant les petits intervalles:

/ndsg/ndl
¢ c



Une loi sur lintensité

+ Intensité:

=[] -von
-V (F)=V[5] =0
Donc

/ﬁ[ls?}dvzo
-

Et (Théo. de Green):

/ IS NdS = 0
aT

D'ou: I1d51 = IzdSz




Application: lois de Snell-Descartes

P1P2 = QIQZ = 5h—>0
PiQ1 = PQs =4l
V A (nS) =0

/ﬁA(né‘).Ndsz/ ns-dr=0
R OR

VoL, —n18181-t+n551S,-t+0(6h) = 0

Note: t = N A nbsp.
sk (N A n?2> s (
naN - (fig AS3) — mN - (Fip A S5
YN, N - [Air A (N385 — nish)]

=1
>
S
S

—_— —
I

Finalement:

n2ﬁ12 VAN §2 = n1ﬁ12 A §1



Application: lois de Snell-Descartes

Nafing A Sy = Miinp A S

+ S, dans le plan de iy,
et §1.
Directement:

nqisinf; = nysinf,
(Réfraction)

Pour la réflexion: n, = n4,
donc:

sin91:sin9£ = (%:71'—01



Optique geométrique en relativité
genérale



Géometrie de la relativite restreinte

Futur de O cdt
: Vdx? + dy?
ds? = —cdt? + dx? + dy? + dz?

Cone de lumiere de O

Yy

xt = (x°,x",x%, %) = (t,x,y,2)

& A
i ds? = 1, dx dx”
Passé de O i

Nuw = diag(—1,1,1,1)

Désormais: ¢ = 1



Géometrie de la relativite restreinte

Vector: V = V“e(“)

Futur de O ! Covector: V* = n(V,-) = V,w(®

Avec: V, = i, VW

Cone de lumiere de O

Yy

%

Produit "scalaire”:
e (V. W) = o VAW = VW,
Passé de O ViV, < 0: genre temps

V#V,, = 0: genre lumiére
ViV, > 0: genre espace



Invariance et repéres inertiels

#

X = \A, XY
Invariance relativiste:

ds? = n,,dxtdx” = 1,,dx *dx”

7

Y

= Ny = T]ag/\aﬂ/\ﬁ,/

Yy

Transformations de Poincaré et Lorentz:
Rotations

Renversement du temps
Translation rectilignes et uniformes



t
u Temps propre de la particule: 7

-Vi c b = dxt

4-vitesse: Ut = -

u,ut = -1
i A _ dtdx! _ 0,

u = dr — dr dt — u-v

y Yo — dt — 1
Tdr T V12

ut = = v2 (1 v)

4-impulsion: p# = mu#

p® =Eetp' = mu

p'py=-m? = E2=m?+|p|



Champ électromagnétique en relativité restreinte

- Force de Lorentz classique:

i’j:e<5+\7A§)

- En relat. rest,, seul temps propre compte:

dp _dtdp

dr ~—dr dt

dp O
0 0
—u — ==e uE+uAB)
dt (

+ De méme: o
dp® dE -
— =U—=eE-u
dr dt
- Donc, conjecture: Il existe une matrice F
dp*

— =eF",u”
dr .

|

E, B’}

telle que:



Champ électromagnétique en relativité restreinte

« Un peu d’algébre (tenseur de Faraday):
0 E E E
b |8 0 B B
E, —B, 0 By
E, B, —By O

« En EM classique dans le vide:

- Unifiés avec A# = (d),f\)
- Rappel: liberté de jauge:
A, — AL+ 0.9



Champ électromagnétique en relativité restreinte

- Alors: - o
_ Ho_ vo_ _
[P — EYr v OuA, — 0A,

- Equations de Maxwell dans le vide:

V-B=0 eta+§/\5:5—> OF i + 0pFup + 0yFpp = 0
— = aE = =g —
V-E=b4mp eta—V/\B:—lm'] — | OpFu = 4m),

+ Ces équations découlent d'un principe variationnel:

1

S=——+
167

/ F F*d*X + Ssources

en faisant:
oS

T

m



Passer en relativité génerale

+ Principe d’équivalence: lien entre champ de gravitation et
reférentiels accélérés, localement.

17
g /r(A) = §(A)

« Formuler les lois de la méme fagon dans tous les
référentiels et systémes de coordonnées.



Passer en relativité génerale

Métrique: Longueurs et angles
ds? = g, (x)dx*dx”

Principe d’équivalence d’Einstein:

En tout point p de 'espace-temps,
il existe des coordonnées locales x*

telles que
au g;w(p) = Nuv

Mp(p) ~ 09 =0

Mais: oI (p) # 0: | Courbure = champ grav



Electromagnétisme en relativité générale

« On applique le principe de correspondance:

Fu =V,A, —V,A,
=0 A — G I



Electromagnétisme en relativité générale

« On applique le principe de correspondance:
F.. =V,A, —V,A,
=0, A, @A — 0,A E+IP,A,
:6[LAV - aVA;L



Electromagnétisme en relativité générale

« On applique le principe de correspondance:

F,U«l/ :v'u‘Al/ - VVA}L
=0,A,—T? WA, — O AT LA,
=0,A, — 0,A,

- Et attention (jacobien du changement de coord.):

d*x — +/—det gd*x



Electromagnétisme en relativité générale

- On applique le principe de correspondance:

Flqu/ :vMAV - VVA,M
=0,A—T7 A, — O,A+T7 A,
=0,A, — 0,A,

- Et attention (jacobien du changement de coord.):

d*x — +/—det gd*x

Finalement:

S = —5a [ FuF*\/—det gd*x



Electromagnétisme en relativité générale

Principe variationnel: F,,, [A + 6A] = F,,[A] + 0,0A, — 0,0A,

SIA+0A] = — - — / Fu[A -+ SAJF[A + 6A]y/—det gdx

- / {Fu AP [A] + 2P [A] (8,0A, — D,0A,)}
x \/—det gd“x

—=S[A] — l / F[A] (8,,0A, — 8,,0A,)\/—det gd“x

=S[A] + 817 / FY[A] (V,,0A, — V,0A,)\/—det gd“x

:S[A]+[;T/VMF“”[A]6A”\/det gd“x (IPP)

car V,gas = 0.



Electromagnétisme en relativité générale

- Finalement pour toute perturbation J/A:

6S = % / V,.F" [A]6AY /—det gd*x = 0
T

Donc:
V¥ =

- Et les deux autres équations sont purement geometriques
(conséquence des identités de Bianchi pour la courbure):

VuFop+ViuFp+VoFu, =0



Electromagnétisme en relativité générale

+ En termes du potentiel:
F* = ghtg”? [V, ,Ac — VoA, .
+ Donc:

0=V,
=9""g"" [V VpA; — VVoA)]
=VHIV,AY — ghPg"V VLA,
=0A” — g'*g"°V VA,



Electromagnétisme en relativité générale

« Courbure de Riemann (Déf.):
R oA =V, VAP — Vo,V AP

- Inéquivalence du transport de vecteur suivant deux
directions infinitésimales

\V(P)

Ve (R)

R(-,€,6,V(p))




Electromagnétisme en relativité générale

+ Finalement:
CAY — R, VAP = VYV Al .
« On introduit la
RpV:: R“puy.
« Et on choisit la
VAR =0.

* Donc:
{DA” — RV, A" =0
vV, A" =0



Champs électriques et magneétiques

« Champs électriques et magnétiques définis par rapport a
une famille d’'observateurs eux-mémes caractérisés par
leur 4-vitesse U

E, =F,, U"
1 v
i

+ Trivialement;
E,U" =B,U" =0



Approximation eikonale

« Onde EM monochromatique de faible longueur d’'onde \.
- Deux échelles caractéristiques:

+ L: distance typique de variation de la frequence, de
l'amplitude et de la polarisation de l'onde;
* L¢: distance caractéristique de variation du champ
gravitationnel:
R, o (8g)% o L2

+ Hypotheése de l'optique géométrique:
ALL et A< L.

+ Paramétre de comptage des ordres de grandeur:

B A
-~ min{L, L}’



Approximation eikonale

« Alors: R*, — ¢2RM,

T

- Solution d’'onde: A* = | a* 4eb* + 3t 4 ... | e
Opt.gom. Corrections
+ S(x*) € R: phase variant rapidement. On introduit un

d’ordre 1/e:
kR, =0,S .

- Hypersurfaces S (x*) = cste sontg— L a k.
- a,(x*),b, (x*),c,(x*) € C: amplitudes variant
lentement.

« Ordres 1/¢® et 1/e: optique géométrique
« Ordre €% corrections dominantes



Approximation eikonale

. .
V,A* =0= i-R,a" +V,a" +ik,b' =0
€

+ Ordre 1/e:
k.a* =0

Amplitude toujours L a R, i.e. tangente a hypersurf.
S (x*) = cste:
- Ordre €
R,b* =iV, a" .



Approximation eikonale

DAY — RY, A% =0

- Ordre 1/¢%: k,R¥a* = 0. Comme on veut a* # 0:

k,R* =0 . Vecteur d’'onde de genre lumiére.

* Ordre 1/e: —R,R"b* + [V, R"a" + 2RV ,a"] = 0. Donc on
a une équation de propagation pour a*:

k'v,a = -1V, kR ar

- Ordre €%
2iR*V ,b* = —Oa* .



Approximation eikonale

« Larelation kR, kR* = 0 donne [

g9,89,8 =0

 De plus:
0=V, (k,R") = 2R"V k,
=2R"V,,0,8 = 2R" [0,0,8 — T* R,
=2R"V,0,S = 2R" [0,0,S — T?,,R,)]
—2R"V k),
Ainsi:
kEV R =0

« k transporté paralléelement le long de lui-méme:



Rayons lumineux

Rayons lumineux:

Géodésiques (R*V, k* = 0)
de genre lumiére:

R = &

tel que g, R*RY =0

Décomposition: a* = af*
Polarisation f*:

KV, f =0




Conservation du nombre de photons

- RV, a" = -V, RV a" avec a* = aft tel que:
a'a, = a® et f'f, = 1.

Alors: k0,0 = —3 (V,k*)a and RV, f* = 0.

« On obtient:
k2
vu (azkl/) - 0 .
dss
« Analyse énergeétique:
nV
a=+V8mh,| =
E"/
s,

+ Dans un faisceau,

a%dS’l = a%dSz



Principe de Fermat

Soit une courbe de genre lumiere
qui connecte la source S a la ligne
d’univers L d’un observateur. Soit O
le point d’intersection de 7 et L. Soit
7 le temps propre le long de L et 1o
celuideO.

7 est une géodésique de genre
lumieére (donc un rayon lumineux) si S
et seulement si T est un extremum
des temps propres d’arrivée de toutes
les courbes de genre lumiere
connectant S a £ dans un voisinage
de 7.

XM (10) + oTu* (10)
oTut (10)

O : X" (10)



Principe de Fermat: preuve

- Tout d'abord: k* = & et X (10) + 6ru (10)
Rt = ddL: orut (10)

+ Ensuite: dxs = 0 et 0 : X*(70)
oXp = oTul.

- Finalement:
RV, 0x = R — kI = Sk
de sorte que:

kiR, = 2k"Sk, = 0.



Principe de Fermat: preuve

7 géodésique = 67 =0

- On a: k0, (k,ox") =
RV R, 6x" + k1SR, = 0.

- Donc k,dx* est constant le
long to 7. Avec 6xs = 0
cela implique que c’est nul
partout. En particulier a O:

X* (t0) 4+ doTu* (10)
dTur (10)

O : X*(10)

(Rudx), = (R"u,,), o7 .

+ Ainsi: 7 = 0. c



Principe de Fermat: preuve

dr =0 = 7 géeodésique

+ Famille d’observateurs de
4-vitesse e(q)(v) en
transportant u || le long de

Y-

+ Ces obs. choisissent des
bases {e(q)(v)} dans leur
espace au repos.

« Ils choisissent
arbitrairement des
{6X9(V)}ac(123)- Puis
6x°(v) fixés par
g (0x(v), dx(v)) = 0.




Principe de Fermat: preuve

« La courbe v interpolant
les point X#(v) + dx"(v)
est donc de genre lumiére.

+ Dans les tétrades, on a:
RO5RoGRg + RIGRe = 0. Soit:

‘ dat = dtul
150 — _ Ra X ot (v oo

= —= 0 o/ !

ko dv o= )Nz )7

* En intégrant entre S et O: s )
O Rq doxa
o = 6x3 = / = v
s Ro dv



Principe de Fermat: preuve

* Puisque 67 = 0 et 6x9(v)
est arbitraire:

d (ke _
w(5)-0

« ko = Ry e,
- Soit w tel que dw = Rodv
et kK* = & Alors:

K'V, Kt =0.

« 4 est donc une
géodeésique.



Application: lentillage gravitationnel
z
Distribution de masse compacte au repos L
y iy = (17 6)

<}( DOL ; DLS ¥

X

< Do, Dis
Observateur statique O Source statique S
ub = (1,6) ut = (1,6)
Temps propre: dr = dt



Application: lentillage gravitationnel

- Géométrie géneérée par L:
ds? = — (1420) dt* + (1—29) [dx* + dy? + dZ*] ,

avec 9| < 1.
- & est le potentiel newtonien:

AP = 47Gp




Application: lentillage gravitationnel

- Courbe de genre lumiére entre S et O:
ds? = — (14 20)dt* + (1—29) [dx* + dy* + dz*] =0

+ Soit:

dt = (1—20) \/dx? + dy? + dz? .
« Temps coord. écoulé entre émission et réception:

dx*

o
—ts= 1-2¢ RIRId RF = —
to — ts /S ( ) A/ dij A avec 0

- Temps propre le long de ligne d’U. de O:

0
e = / (1 20) /5 kid\
S



Application: lentillage gravitationnel

- Remarque: analogie avec indice de réfraction:

0]
to—ts—/ (1—20)dl
S S>——
=n(x.y.z)

+ Principe de Fermat: Courbe est un rayon lumineux ssi:
O . .
57 = 5/ (1-20) /5;kikIdA = 0
s

- Equation d’Euler-Lagrange:

d dx! d [ dr -

« Champ grav. (faible) = milieu réfringent isotrope.



Application: lentillage gravitationnel

« Approximation de la
- Faible déviation:




Application: lentillage gravitationnel

= —”" vecteur unitaire




Application: lentillage gravitationnel

- On développe & [(1 <D)5,,‘ifj’} = —20;.
- On obtient:

it _do.
a_2dlt—2V<1>
+ On remarque que:
L dt _ .
t-—=0cart-t=1
dl

- Donc:t-Vo = 4®
o Et:



Application: lentillage gravitationnel

- En développant V& = at + bii tel que i - t = 0, on trouve:

Vo — (fﬁcb) [+V. 0.

V | & partie du gradient L direction de propagation de la
lumiere.

« Donc:



Application: lentillage gravitationnel

- A partir de A® = 47Gp:
®(x,y,2) —/HF__GF/Hp (X.y.,7)dXdy'dzZ .

- Donc (f ~ &, a lordre ¢°):
Vb= G/Hf fkp &z )dzg’dz,

ou ¢ = (x,Y).
- Densité surfacique: £(x',y") = [p(X,y,Z)dZ.

 Alors:
A 4Gf ) q2¢’
“ e () e




Application: lentillage gravitationnel

Dos

Equation des lentilles: 5 =6 — 24 (9)
Plusieurs solutions.

Délais temporelles:

1(08) =74 - (9)




Application: lentillage gravitationnel

« Formule du délai temporel.
« Remarquons que:

& — 46 ;‘jz (8) a2 = 9.5 (8)

avec A | ¢ = 47GY.
- Alors, équation des lentilles:

AN

2 Dis -
— Dpo0)| =0
DOSDOLw( o)

=1(0)




Application: lentillage gravitationnel

+ Soit le

-0 )]

- C'est le déelai temporel entre trajet de la lumiére et trajet
sans lentille.

- Déja: Equation des lentilles:

Ve-ﬂ':(_j



Application: lentillage gravitationnel

« Temps de parcours:

0]
to—tsz/ (1—20)dl.
S

- Délai géométrique / sans lentille:

0
ot .- :/ dl - 0S
géom — |

Dos



Application: lentillage gravitationnel

Dos

« OE = 0S et IF =S donc ¢ 'EF = 4t

- OES = OSE = v et IFS = ISF = X

5 8 — _ &a—(0—pB) _ Dgé
d=A—y="= 2 —2823

geom

—
~

+ EF = SF§ = GDys6 = 2457




Application: lentillage gravitationnel

« D'un autre coteé:
DosD
5tgl’aV=2/¢d122/<bdz:2¢:2050L¢.

- Donc le délai temporel pour image en ¢ par rapport a
sans lentillage:

st =1 (5.0) = b U §-73

- Entre deux images:

otp =1 (5, 52) -7 (@@) .



Application: lentillage gravitationnel
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